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4. A becsléselmélet alapjai (folyt.)
Minimalis atlagos négyzetes hibaju becslés:

dys = Taf (alz)da, (46)

azaz ezzel a kritériumfiiggvénnyel a legjobb becslés az a posteriori varhatd érték.
Minimalis atlagos abszolut hibaju becslés (skalér esetre bemutatva):

d,ps = f(a]z) medianja. (50)

Maximum a posteriori (MAP) becslés:

awse = T (a]z) maximumhelye. (52)

Megjegyzések:

1. A Bayes becslések mindig az a posteriori stiriiségfliggvények alapjan torténnek.

2. Az MS becslés lineéris abban az aldbbi értelemben:

Ha b= Aa+c, akkor b, = Ady, +c, tovabba Efa+b|zj=Efaz}+ Efb|z}= 4, + by

Bayes becslé Gauss eloszlasok esetén: Tegylk fel, hogy a keresett a paraméter és a
megfigyelési zaj Gauss eloszlastiak. Adott E{a}=u,, covia,aj=%., E{n}=0, cov{nn}=

on- Ha “minden” Gauss eloszlasu, akkor az a posteriori stiriiségfiiggvény momentumai
explicit formaban megadhatdk. Tegytk fel, hogy az additiv zajjal terhelt megfigyelés az
aldbbi dsszefliggéssel irhato le:

z=Ua+n, (53)

ahol dim a=p, dim z=q, dim U=qg*p. Az U az un. megfigyelési métrix. Az explicit forma az a
posteriori varhatd értékre:

é\'MS = ua‘z = & +[UT2;r]1-U +2;611 _1U TE;#(Z _Uua) (54)

apriori_ismeret korrekcio_z—Uu, _ fuggvényében

Megjegyzés: a,s =a,gs = ayup, Mert az a posteriori stirliségfiiggvény Gauss.
1. Példa: Meérend6 egy ellenallas értékét ugy, hogy ismert aram altal ejtett fesziiltséget
meérunk. N megfigyelést végzink. U =IR+n. A megfigyelt értékek: z, =a+n,, k=1, 2, ...,

N, a az ismeretlen paraméter (ellenallds), ny az additiv zaj mintaja. Tegylk fel, hogy az
ellendllas (a gyartéasi sorozat egy eleme), és a megfigyelési zaj egyarant Gauss eloszlasu
valoszintiségi valtozoknak tekintheték. A zaj megfigyelési értékei korrelalatlanok. Tegytik fel,

1hak = j
Ohak=j’
Vektoros alakban: z=Ua+n, 7" =[z,2,,...z,], n" =[n,n,,...n,], UT =[11..1], £, = c?I.

hogy ismert u, és o2, a zaj varhato értéke u, =0, cov{nk, J} Zékj, ahol o, —{

2 2 N
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N N N% N ua+%zzk
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o, o,
(55)



Meéréselmélet: 3. eléadas, 2014.02.26.

Megjegyzések:

1. Az (55) kifejezés alapjan a becslés Ugy interpretalhatd, mint egy predikcios-korrekcios
formula, amelynek els6 tagja az a priori ismeret alapjan egy joslas: mekkora lehet a paraméter
az eldzetes ismeretek alapjan, amit a tobbletinformacié (mérési eredmények) birtokaban egy
korrekcios tag egészit ki. Ez utobbi a mért értékek atlaga és a paraméter varhatd értéke
2
. , v N O sl L .
kllonbseégevel aranyos. Az aranyossagi tényezd N —2-ertékenek fliggvényében nulla és egy

n

e A A 13
kozotti ertek. Ha o, <<o,, akkor a5 = u,, ha o, >>0c,vagy N — o, akkor 4, EWZ z, .

2. A becslési hiba variancidja: az a posteriori kovariancia:
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—a (56)
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covia,alzf=%,, =[U'SU + 31" = var{d}=

aalz

n
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ahol a=a-a. Az No——zertekenek fuggvényében c? és —o’ kozétti érték. Ha o, <<o,,
N

Oy

2

o, -

akkor var{a}= o2, ha o, >>o,vagy N — oo, akkor var{é};%

3. A becslés feltételesen torzitott: (nem hangzott el, de az anyag része!)

o —a=-te=% (57)
1+N % 1+N %

b(a) = E{ays[a) -
O,

2. Példa: Mérendd egy ismert jel ismeretlen amplitadoja. z, =as, +n,, k=1, 2, ... , N. Az
ismeretlen a amplitidé és ny Gauss eloszlasu, ismert varhaté értékkel és varianciaval.
Efa}=u,, varfa}=02, E{n }=0, cov{n,n,}=025,, covia,n}=0 vi-re, vj-re.

a’ i)
Most hasznaljuk a maximum a posteriori (MAP) becslés technikajat!

of (az) aIn f(z|a) Lol f ()|

=0, illetve (37) felhasznalasaval =0. (58)
oa | . oa ga | .
1 (a-p,)? 1 < _as, )?
Most f(a)= e “, f(za)= e i , amit az (58) Osszefiiggés
\N2ro N
a (2no7)?
felhasznaldsaval
— dln f(z|a N
i@ __a-p 4 )—iZ (2, -as,). (59)

- 2 ! 2
oa O oa O, k=1

a

A ket egyenletet egyméassal 0sszeadva, és behelyettesitve az (58) 0sszefiiggésbe:
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1 a- A fz;‘
?Zsk (z, —as,) — fa =0, amibdl|ayp = 2 kNl (60)
n k= a a=a 76
! MAP 0_2 ;S
Megjegyzések:

1. A MAP becslés alkalmazasaval megsporoltuk az (54) matrix-0sszefliggés hasznalatéat a
becsld értékének meghatarozasakor.

2. A becslési hiba varianciaja:

2

ZN:s

k=1

var{a } : (61)

zq.\; ‘ mqm Q

3. Ha s,=1, vk, akkor megkapjuk az el6z6 példa eredményét.
4. Itt is azonosithatd a dontéselméleti rész 2. feladataban emlitett ,,illesztett” sziird.

5. Természetesen &,,,p = ays -

Maximum likelihood (ML) becslé: Nem ismerjik a mérendé mennyiség a priori
valoszinliség strtiségfiiggvényét. Ilyenkor azt feltételezziik, hogy ez a fliggvény ,,szélesen
elteriil6”, ¢és ebbdl adodoéan az a posteriori stiriségfiiggvény megegyezik a csatorna-
karakterisztikival. Az optimalis becsl6t a csatorna-karakterisztika maximumahoz rendeljik:

of (z]a) o il dln f(za)
da | . T oa

a=ay a=dy,

=0 (62)

Megjegyzés: A 16. abran lathato viszonyokat a (37) Osszefliggés ,,szemszogébol” célszeril
elemezni: az a posteriori stiriségfiiggvényt megado6 6sszefligges szamlaldja az &bran lathato
két flilggvény szorzata. A szorzat maximumhelye lathat6an a (62) 6sszefiiggéssel megadhatd.
Gauss-Markov (GM) becslé: A maximum likelihood becslé specialis esete, amikor a
megfigyelési zaj Gauss eloszlast, a megfigyelési egyenlet pedig lineédris. N dimenzios
megfigyeléseket végziink, n az N dimenzids zaj-vektor:

Lar oin

E{n}=0, cov{n,n}== ., f(n) =+e 22 (63)
(2n)?|zm|z
ahol =, | a £, métrix determinansat jeloli.
A megfigyelési egyenlet: z=Ua+ n, amellyel a csatorna karakterisztika

L T s 1(z-Ua
f(z|a)= 1 : 5 (2-Ua)" Zon U)’ (64)
(27)?2 2,2
melynek sz¢élsérték helye a
oln f(zla
—(Hzi[( —-Ua)' =} (z-Ua)] =0 (65)
oa oa azig,
Osszefliggés alapjan hatarozhaté meg. (65) alapjan:
U lUa-U"2 'z =0, amibdl
d,y =[U'ZUTUTE 7|, (66)

3
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ha [UTT U] létezik.
Megjegyzések: (1) A (66) Gsszefliggés =.F =0 (a,,sz0ras végtelen™) helyettesités mellett a
Bayes esetbdl szarmaztathato. (2) A Gauss-Markov becsld torzitatlan.

Példa: A z, =a+n,, k=1,2,...,N, figgetlen megfigyelések. E{n, }=0; cov{nk,nj b= ol5, - A

N

" 72 (za)’ ) L, i
csatorna karakterisztika: f(z|a) =;Ne 2on et , amelynek maximumhelyénél kapjuk
(2n0l)?
oln f(z|a N
az a paraméter Gauss-Markov becsldje: —(|) = ﬁz[%z z,—a]=0;
& licay-ge On N

(67)

~ ~ 1
Ay = Agum :WZZk
k=1

azaz lineéris megfigyelési egyenlet, és Gauss eloszl&su csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-
Markov) becsl6 az egyszerl atlagolas.

Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslék: nincs eldzetes ismeretiink sem a mérendd
paraméterrdl, sem a csatorna karakterisztikdrol (a zajrol). Tegyiik fel, hogy a megfigyelési
egyenlet linedris: z=Ua+n. Feltételezzik, hogy az a paraméter a értéket vesz fel, és
felallitjuk a megfigyelés modelljét: Ua . A megfigyelést ezzel sszevetve keressiik a legjobb

beallitasat négyzetes hibafliggvény feltételezésével:
C(a,d)=(z-U4) (z-Ua)=z7"z-7'Ua-a'U"z+4'U'Ua=12"2-24'U"z+4'UTU4
(68)

M =0 feltétel vizsgalataval. (68)

melynek szélséértékét (minimumat) keressiik:

a=4,

derivalasaval —2U"z+2UTU& =0, amivel:

4, =[UUT'U"z (69)

Megjegyzések:

1. A derivalt helyességét egyszertien leellendrizhetjiik, ha a (68) Osszefliggésben kijeldlt
matrix-, ill. vektor-szorzasokat kifejtjiik, és azt kovetben a derivalast komponensenként
végezzik el.

2. Altalanositott/stilyozott négyzetes kritériumot is hasznalhatunk, ha bevezetink egy Q
négyzetes sulyozé matrixot: C(a,a)=(z-U4a)' Q(z -U4), (70)
amivel

4, =U'QUI'UQz| (71)

3. Ha Q =3, akkor a (66) Gsszefiiggés szerinti Gauss-Markov becsl6t kapjuk, tehat a GM

becsld egy sulyozott legkisebb négyzetes hibaji becsld, ahol a sulyozast a megfigyelési zaj
kovariancia matrixanak inverze adja.

4. A megfigyelés modelljének illesztése elvezet a modellillesztés altalanos feladatdhoz. Ennek
egyik legegyszeriibb esete a regresszios feladat, amikor egy fuggvényhez annak “fiiggetlen
valtozd-fuggvény érték” parjaira alapozva egy kozelité fuggvenyt alkotunk meg tipikusan
ugy, hogy fuggvény struktarajat elére rogzitjuk, és azon belil valamilyen optimum-
kritérium felhasznaldsaval Aallitjuk be a paramétereket. (Lasd a linedris regresszid
madszerét.)
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Példak:
1. Legyen az illesztend6 modell a diszkrét idéindex polinomja:
X,=a,+an+an’ +..+a,n" +w,,
ahol w, az additiv megfigyelési zaj n-edik id6pillanatbeli értéke. Matrixos alakban:

) 1 0 o .. 0 "_a W
X° 1 1 1 .. 1 ° W°

z=| =1 2 4 o 2° al +| . |=Ua+n,|d,=[UUI"U"z
) N
"1 N-1 (N-2P L (N2 T N

2. Legyen az illesztend6 modell az idében diszkrét Fourier sorfejtés:

X, = Z:":lak (;032T7an + Z:':lbk sin Zszkn +W,

Megjegyzés: most DC komponenst nem illesztlink. Métrixos alakban:

1 0 ] a,
27K . 27K .

XO cee COST cee cen Sln_ . WO

a W,

7= X1 =... Cosﬂ Sinﬂ M + 1 =Ua+n

: . b,

X, s o Do | 27[: b, W,
cos=—(N-1) - - sin=—(N-1) - | .
L N N 1 -
Y

d,=[U'Ul'u’z
Mivel most (UTU)™ =%I , ezért &, :%Zn’“‘:xn cosz—”kn ,

~ Nl . 2T
b, = ﬁznzo X, sin - kn.
Megjegyzés: A kovariancia matrix, ha a zaj Gauss eloszlasu és fehér:

C, =ouul’ =%aj|

3. A mozg6 atlagold (FIR sziird) arra az esetre, amikor a gerjesztés belépd fliggvény, tehat
X,=0,ha n<0:

p-1 . .
Y, = Zk:o a X, , +Ww,, amitaz=Ua+n alakban felirva:

X, 0 e o0 1
Yo X, X, 0 o W
2= |2 X, X X 0 al + V\:/l ,éLsz[UTUFUTz
’ : : ¢ ’
I [ Xn1 Xz Xz o XN-P__aP_l s

Megjegyzés: A kovariancia matrix, ha a zaj Gauss eloszlasd és fehér: C, =oa[UTUT™.




