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4. A becsléselmélet alapjai (folyt.)
Minimalis atlagos négyzetes hibaju becslés:

dys = Taf (alz)da, (46)

azaz ezzel a kritériumfiiggvénnyel a legjobb becslés az a posteriori varhatd érték.
Minimalis atlagos abszolut hibaju becslés (skalér esetre bemutatva):

d,ss = f(a]z) medianja. (50)

Maximum a posteriori (MAP) becslés:

e = f(alz) maximumhelye. (52)

Megjegyzések:

1. A Bayes becslések mindig az a posteriori stiriiségfliggvények alapjan torténnek.

2. Az MS becslés lineéris abban az aldbbi értelemben:

Ha b= Aa+c, akkor by, = Ad,, +C, tovabba Efa+b|zf= E{alz}+ E{b|z}= 4y +bys .

Bayes becslé Gauss eloszlasok esetén: Tegylk fel, hogy a keresett a paraméter és a
megfigyelési zaj Gauss eloszlastiak. Adott Efa}=u,, cov{a,a}=3, E{n}=0, covi{n,n}j=

on- Ha “minden” Gauss eloszlasu, akkor az a posteriori stiriiségfiiggvény momentumai
explicit formaban megadhatok. Tegylk fel, hogy az additiv zajjal terhelt megfigyelés az
aldbbi dsszefliggéssel irhato le:

z=Ua+n, (53)

ahol dim a=p, dim z=q, dim U=qg*p. Az U az un. megfigyelési métrix. Az explicit forma az a
posteriori varhatd értékre:

éMS ::ua\z = ng +[U Tz lU +2aa] lU z:nn (Z U:ua) (54)

apriori_ismeret korrekcio_ z-Up, _ fliggvényében

A

Megjegyzés: 4, = .55 = yup, Mert az a posteriori siirliségfliggvény Gauss.

1. Példa: Meérend6 egy ellenallas értékét ugy, hogy ismert aram altal ejtett fesziiltséget
mérlink. N megfigyelést végziink. U = IR +n. A megfigyelt értékek: z, =a+n,, k=1, 2, ...,
N, a az ismeretlen paraméter (ellenallds), ny az additiv zaj mintaja. Tegylk fel, hogy az
ellendllas (a gyartéasi sorozat egy eleme), és a megfigyelési zaj egyarant Gauss eloszlasu
valoszinliségi valtozoknak tekinthetok. A zaj megfigyelési értékei korrelalatlanok. Tegyuk fel,
lhak =j

Ohak # j

Vektoros alakban: z=Ua+n, z' =[z,2,,...z,], n" =[n,n,,...ny ], UT =[11..1], =, = &2l .

hogy ismert 1, és o, a zaj varhato értéke u, =0, cov{nk,nj}zo-n25kj , ahol &, ={

2 2 N
(e (e
N N% N ua+%zzk
N o, .1 o) ia
MS :ﬂa\z = U, +[_2 2 Z 2 ua) Hy+t— (szk ua) - 2
n G Gnka O 1+NZe Nk 1+N %
o, o,
(59)
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Megjegyzések:

1. Az (55) kifejezés alapjan a becslés Ugy interpretalhatd, mint egy predikcios-korrekcios
formula, amelynek els6 tagja az a priori ismeret alapjan egy joslas: mekkora lehet a paraméter
az elbzetes ismeretek alapjan, amit a tobbletinformacid (mérési eredmények) birtokaban egy
korrekcios tag egészit ki. Ez utobbi a mért értékek atlaga és a paraméter varhato értéke
2
. , v N O sl L .
kllonbseégevel aranyos. Az aranyossagi tényezd N —2-ertékenek fliggvényében nulla és egy

n

P N A 1
kozotti érték. Ha o, <<o,, akkor a,,s = u,, ha o, >>o,vagy N — oo, akkor a, ;WZZk .
k=1

2. A becslési hiba variancidja: az a posteriori kovariancia:

2
O

%ﬁ’ (56)
1+N 22
O-n

=[UTZ U +2 11" =var{d}=

covia,azj=%

aa|z

2
~ A N 1
ahol a=a-a. Az N G—zertekenek fuggvényében o’ és —o’ kozotti érték. Ha o, <<o,,
N

Oy

akkor var{a}=o?, ha o, >> o, vagy N — oo, akkor var{ﬁ};%az.

n

3. A becslés feltételesen torzitott: (nem hangzott el, de az anyag része!)

ol Y
Ha + %z Zk
b(a) = E{dslaj—a=—1kl g #Ha=8 (57)
1+N % 1+N %
O-n O-n
2. Példa: Mérend6 egy ismert jel ismeretlen amplitadoja. z, =as, +n,, k=1, 2, ... , N. Az

ismeretlen a amplitidé és ny Gauss eloszlast, ismert varhaté értékkel és varianciaval.
Ela}=p,, varfa}=c?, E{n }=0, covin,n }=025,, cov{a,n}=0 Vi-re, Vj-re,

ir ' ij?

Most hasznaljuk a maximum a posteriori (MAP) becslés technikajat!

of oln f
(_a|z) =0, illetve (37) felhasznalasaval n (z|a) + dln f(a)| =0. (58)
oa | . oa oa | .

1 1 e N

Most f(a)= e 7 f(z|a)=—Ne nia , amit az (58) Osszefuigges
N2ro, N
(2n07)
felhasznalasaval
dInf(a a-u, olnf(za) 1
( ):_ = , | :_zzsk(zk_ask)' (59)

oa o’ oa ol

A ket egyenletet egymassal 0sszeadva, és behelyettesitve az (58) 0sszefliggésbe:
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ol {
1 a— p ua+jzskzk
— 1 la k=1
—ZZ:Sk(Zk —as,) ———— =0, amib6l|ay,p = F (60)
O, k=1 o 5 o 2
n & la=dyp 1+%Zsk
Gn k=1
Megjegyzések:

1. A MAP becslés alkalmazasaval megsporoltuk az (54) matrix-0sszefliggés hasznalatéat a
becsld értékének meghatarozasakor.

2. A becslési hiba varianciaja:

var{dj=——2——, (61)

3. Ha s=1, vk, akkor megkapjuk az el6z6 példa eredményét.
4. Itt is azonosithatd a dontéselméleti rész 2. feladataban emlitett ,,illesztett” sziird.

5. Természetesen a,p = ays -

Maximum likelihood (ML) becsléo: Nem ismerjik a mérend0 mennyiség a priori
valosziniiség striiségfiiggvényét. Ilyenkor azt feltételezziik, hogy ez a fiiggvény ,,szélesen
elteriil6”, €és ebbdl adodéan az a posteriori stiriségfiiggvény megegyezik a csatorna-
karakterisztikaval. Az optimalis becsl6t a csatorna-karakterisztika maximumahoz rendeljuk:

of (z]a) ol dln f(z/a)
da " da

a=ay, a=dy.

=0 (62)

Megjegyzés: A 16. abran lathato viszonyokat a (37) Osszefliggés ,,szemszogébol” célszerii
elemezni: az a posteriori siirliségfiiggvényt megado Osszefiiggés szamlaloja az abran lathatd
két flilggvény szorzata. A szorzat maximumhelye lathat6an a (62) 6sszefiiggéssel megadhatd.

Gauss-Markov (GM) becslé: A maximum likelihood becslé specialis esete, amikor a
megfigyelési zaj Gauss eloszlast, a megfigyelési egyenlet pedig lineéris. N dimenzios
megfigyeléseket végziink, n az N dimenzids zaj-vektor:

1 _
—=nTz;in

1
Ein}=0, covinnf=2,, f(N)=—x—7e 2 ", (63)
(27)2 |22
ahol [£,,| a £, matrix determinansat jeloli.
A megfigyelési egyenlet: z=Ua+n, amellyel a csatorna karakterisztika

1 Tyl Ua
fdly= e 2, (64
(27)2[Z,,[2
melynek sz¢élsérték helye a
oln f(zja
—aa( | ):a_i[(z—Ua)Tz;(z—Ua)] =0 (65)

Osszefliggés alapjan hatarozhaté meg. (65) alapjan:
U's Ua-U'Z1z=0, amibdl
é-GM =[U T2;r11U ]_IU TZ#]Z ) (66)
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ha [UTE UT™ létezik.
Megjegyzések: (1) A (66) osszefiiggés =, =0 (a ,,szOras végtelen”) helyettesités mellett a
Bayes esetbdl szarmaztathato. (2) A Gauss-Markov becsld torzitatlan.

Példa: A z, =a+n,, k=1,2,...,N, fiiggetlen megfigyelések. E{n, }=0; cov{nk,nj b= ol5g. A

N

1
— 2 (ma)? ) .
csatorna karakterisztika: f(z|a) = ! e 2onid , amelynek maximumhelyénél kapjuk
(2rc?)?
oln f(z|a N
az a paraméter Gauss-Markov becsldje: —(|) = lz[iz z,—a]=0;
da A=Ay, =4 S =
A A 13
Ay =8gm :szk ) (67)
k=1

azaz lineéris megfigyelési egyenlet, és Gauss eloszl&st csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-
Markov) becsl6 az egyszerl atlagolas.

Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslék: nincs eldzetes ismeretiink sem a mérendd
paraméterrdl, sem a csatorna karakterisztikarol (a zajrol). Tegyik fel, hogy a megfigyelési
egyenlet linedris: z=Ua+n. Feltételezzik, hogy az a paraméter a értéket vesz fel, és
felallitjuk a megfigyelés modelljét: Ua . A megfigyelést ezzel dsszevetve keressiik a legjobb
beallitasat négyzetes hibafliggvény feltételezesével:

C(a,d)=(z-Ud)" (z-Ud)=7"z-7'Ua-4d'U"z+4d'U'U4d=22-24'U"z+4'UU4
(68)

m =0 feltétel vizsgalataval. (68)

melynek szélséértékét (minimumat) keressiik:
a=4s

derivalasaval —2U"z+2U"Ua =0, amivel:

4, =[UTUT'U"z (69)

Megjegyzések:

1. A derivalt helyességét egyszertien leellendrizhetjiik, ha a (68) Osszefliggésben kijeldlt
matrix-, ill. vektor-szorzasokat kifejtjiik, és azt kovetben a derivalast komponensenként
végezzik el.

2. Altalanositott/stilyozott négyzetes kritériumot is hasznalhatunk, ha bevezetiink egy Q
négyzetes sllyoz6 matrixot: C(a, ) = (z—U4)' Q(z -U4a), (70)
amivel

é-Ls Z[UTQU]_lu TQZ . (71)

3. Ha Q =X}, akkor a (66) Gsszefiiggés szerinti Gauss-Markov becslét kapjuk, tehat a GM

becslo egy sulyozott legkisebb négyzetes hibaji becsld, ahol a sulyozast a megfigyelési zaj
kovariancia matrixanak inverze adja.
Példa: Mozgo-atlag (Moving Average: MA) paraméterek becslése: Az {y,}, n=1,2,....N,
diszkrét értéksorozat (,,kimendjel”) elemei egy cstszo ablakon keresztiil lathato {xn} diszkrét
értékek (,,bemendjel”) linearis kombinacidjaként allnak eld:
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P
yn :Zakxn—k ' (72)
k=0

Keresettek az {a, | stlyozd egyiitthatok. A megfigyelés linearis: z=Ua+n; z, =y, +n,,
n=12,...N, z' =[z,2,,...,2,], a' =[a, a,,..,a,]. A legkisebb négyzetes értelemben
optimélis paramétereket a (69) dsszefliggés adja.

Erdemes megvizsgalni, hogy mi az informéciotartalma az [U U ]™*matrixnak, illetve az Uz
vektornak. Ehhez irjuk fel az U "U métrixot diadikus szorzatok 6sszegként:

X, Xy e Xy [ X Xgo o Xep X XoXog o X Xop
X X, X X X N N XX X Xpg X
0 N-1 2 1 2-P T n-1n n-1 n-1"n-p
=2 %Xy = 2, :
n=1 n=1 .
2
Xip Xop oo Xyop || Xy XN—l o Xyop XipXy  XppXpg - Xn-p
(73)

Figyeljuk meg, hogy (73) egy olyan matrix, amelynek elemei (alkalmas normalassal
kiegészitve) az {x, | diszkrét értéksorozat autokorrelacio értékeit becslik:

R N
RXX(k - p) :%an_kxn_p ] k,p :O,l,-..,P. (74)
n=1

Hasonloképpen felirvaaz U z vektort:
N
UTZ :Z n—:l n (75)

(75) egy olyan vektor, amelynek elemei (alkalmas normalassal kiegészitve) az {x,} és {z,}
diszkrét ertéksorozatok keresztkorrelacio értékeit becslik:

. N
sz(k)=%2xn_kzn, k=01, ...,P. (76)
n=1

Jelolje FAQXX a (74) osszefliggés szerinti elemekbdl allo matrixot, FAQXZ pedig a (76) Osszefuggés
szerinti elemekbdl all6 vektort:

i =RJIR (77)

Megjegyzés:

1. A (77) 6sszefiiggés termeszetesen minddssze egy formalis &tiras a példa szerinti viszonyok
esetére, de a kés6bbiekben latni fogjuk ennek 1étjogosultsagat.

2. Ezen a ponton formélisan befejezzik a becsléselmélet alapjainak targyalasat, de a
folytatas, mint latni fogjuk, rendre ,,mérésekr6l”, azaz jelenségek, ill. azok paramétereinek
és allapotainak megragadésardl szol, aminek konkrét eszkozei tipikusan becslési eljarasok
lesznek.

5. Modellillesztés

Regresszid-szamitas: fiiggd és fliggetlen valtozok kozotti kozvetlen, determinisztikus
kapcsolat meghatarozasa, a modellillesztés egy speciélis esete. A a modellezend6 y =g(u,n)

figgvény kétfajta fiiggetlen valtozdval rendelkezik: az egyiket u(n) jeldli, amelyet ismeriink
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és ,.kézben tudunk tartani”, a mésik, amelyiket n(n) jel6li, amely ismeretlen, kézben nem
tarthato, tipikusan zajfolyamatnak elképzelt/modellezett folyamat.
Megjegyzések:

1. A tovabbiakban az argumentumként szereplé kis ,,n” nagyon gyakran az iteracios lépést
azonositja vagy diszkrét idéindex, amely ekvivalens modon tényleges indexként is
megjelenik idénként. Ennek megfelelden u(n) =u,, ill. y(n) =y, egyenértékiek.

2. A Kkis ,,n” kett6s hasznalata senkit se zavarjon, a kiilonbség egyértelmii: argumentumként,
ill. indexkent diszkrét (,,id6”) index, 6nalléan pedig zajfolyamatként interpretéljuk.

A modellezéshez egy &ltalunk kézben tartott, tipikusan paraméterek segitségével modosithatd

(,,hangolhat6™) y=g(u) fliggvényt hasznalunk. A cél egy olyan ,beallitas” elérése, amely

valamilyen értelemben optimalis. Tipikusan négyzetes kritériumot hasznalunk:

e=E{y-9"(y-9} (78)



