Nem-kooperativ jatekok
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Versengd agensek konfliktusai — jatékelmélet
Agensek cselekvéseivel mas agensek cselekvéseit befolyasoljak.

Ett6l mindenkinél a cselekvések eredmeénye (varhatd haszna) meg fog
valtozni.

A valtozas az ,én” cselekvésem,
de a ,te” cselekvésed is a fuggvénye. T e

Egy j0 matematikai modell kell
- hogy ... leirhassuk,

- hogy ... megjosolhassuk,

- hogy ... megtervezhessuk.
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Matematikal modellek

A kolcsonos (szocialis?) jolet és a befolyasolasanak jellemzése:

Normal alak (stratégiai alak)
saek  T=(N{S}afute) N={L2,...n}
Stratégiak és kombinacioi
S={s,,S,,....5,)|s, €S,,5, €S,,...,5, €S, }
Haszonfuggvények

U :S—>MN VieN-re
Kifizetési (payoff) matrix

Extenziv alak (jatékfa alak)
Uz (6, 6)

Player
C 2 D

Player

b
e

L)

b

Player

1)




2,6

Malacok
1,10
8, 1
Meghuz -1, 10
0,0
Nem 8,1 0,0

Szimmetria S, =S,=:--=S,

Vie N, seS, és n permutacio esetén
Uu.(S,,S,,---S,) = un(i)(sn(l),sn(z), . .,sn(n))

Zérus-0sszeg n=2,S =S,, VseS-reu,(s,,S,) =U,(S,,S,)

VseS-re Y u;(s)=0
Racionalis jatékosok icN
= onérdek( = maganzo = profit-orientalt = ...

Kolcsonos tudas
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Meghuz -1, 10
Nem 8,1 0,0

Tiszta stratégia © € S,

Stabil stratégia
a valtozo korulmenyek miatt jatekos ne akarjon stratégiat valtani

Dominans stratégia ieN, Si,s’i* esS. 5;‘ >S., ha

VS =(51sS5,+++1Sig,Sivr - Sp) €S, = X S
JeN, j=i

ui(ST’S—i) > U;(S;,5;) s, €S, ui(S:’Sii)>ui(Si’Sii)

Intelligens Elosztott Rendszerek BME-MIT, 2019-2022



(M) CI2(N)

Meghuz -1,10  gy(M)
Nem 8,1 0,0 CI1(N)
Kevert stratégia ieN,qg €Q, =A(S)
(tiszta G;(S;)=1) Vs, €S, 0,(5)=0,6s > q,(s;) =1

Si ESi

Kevert stratégia kombinacio

q=(09,---,0,) €Q=Q,xQ, x---xQ,

Haszonfliggvény _
VieN, u:Q—>R,qgeQ

G@= D aus) 02(5) () Ui S

S=(51,S9,-5,,)ES
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Mely stratégia(par)? Mely megoldas?

Dominalo

Egyensulyi

Pareto

Szocialis jolét maximalizalo

0 N ‘
ol T )
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Column

Mely stratégia(par)? player 2
Mely megoldas? 9.9 0.0 1.1
Row 4, —4 =3,3 2,2

player 1 ’
1,-1 —2,2 2,-2

Minimax stratégia (altalanossagban nem stabil)

q; = max min u(Qsz)’ g, = min maXU(Q11Q2)
0, €Q; 9,€Q, d,€Q, q,€Q,

(Neumann, 1928)
Ha egy 2-szemelyes zéro-osszegu jatekban teljesul a
minimax-feltétel, akkor a jatéknak van nyeregpontja (egyensulya),
és a jaték ertéke a minimax-feltétel két oldalan allo kifejezeés
kOz0s értéke.
min u(q;,q,) =u(g;,q,) =maxu(d,,g,)

q,€Q, 0,€Q,
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Minimax strategia

Column Column
player 2 player 2
2.-2 0,0 1,—1 0
PE)?Zl 4,—4 —3,3 2,2 o1 |43
1,1 —2,2 2,2 T 1 -2
. A B Q minimum gain
Al2 @ 1 0 \
et B4 —3 2 —3
MAX
cllT -2 2 —2
maximum loss -4 S 0 2-
MIN
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Mely strategia(par)? Mely megoldas?

Dominans stratégia u. (5?, s_i) > U, (Si ,s_i)

Dominalt stratégiak
iteralt eliminaciogja
(u,v)(x,y,z) jatékban

y dominalja x-et,

(u,v)(y,z) jatékban

v dominalja u-t,

(V)(y,z) jatékban

y dominalja z-t,

(v,y) a dominalo stratégia par.

Dominans strategia altalaban nincs.
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Mely strategia(par)? Mely megoldas?

Szocialis joléet stratégia s* =arg max, Zui ()

(és ha nem (2,8), hanem (-10,20)?)

Pareto-optimalis (hatékony)

(ux), (vy) {S‘ —3,__ (Gu;(s) >u;(s) A—F_;u;(s) >u;(s)}
Tobb is lehet.
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Mely strategia(par)? Mely megoldas?
S =(S,,S,,...,5.) €S Nash-egyensuly

VieN,s €S, u(s,87) 2 u(ss))

q =(9;,05,---9,) €Q
Kevert Nash-egyensuly
A’ = (G, 5+ G g Ay Gy
VieN,q €Q, u;(g;,a;) > u;(a;,4d;)

N\
7~ — |

Altalaban tobb is lehet.

Koordinacié? . * *  * * * *
Vi, gj € arg max Uy (01,92:---,0i-1, %+ qj+1:---An)
0j<Qj
(Nash, 1951): Ha egy n-jatékos jaték tiszta strategiahalmazai
végesek, akkor a jatéknak van legalabb egy kevert Nash egyensulya.
(tiszta stratégia is egy kevert stratégia!).
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Nash-egyensuly

Minden oszlopban (a 2. minden stratégiajara)

hol van az 1. hasznanak a maximuma?

Ha abban a sorban (1. stratégia) és oszlopban
(2. stratégia) a 2. haszna sor-maximalis = NE.

Kevert Nash-egyensuly

A q* stratégia-egylttes akkor és csak akkor
alkot kevert Nash-egyensulyt, ha minden
jatékosnak maximalis hasznot adnak a kevert
stratégia pozitiv valoszinlseggel jatszott tiszta
stratégiai, azaz:

u;(s,,9°) =u;(s,,9%), s.,Si€ S (q")
Ui(s;,0%) 2 ui(s;,a%), s€S7(a7), sieS(q)
(2,3) | 2,9) 0r+3(1-r=2r+2(1-r) =r=13
p+3(1-p)=2p+(1-p) =p=2/3

3.2)
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Jellegzetes jateksémak

Fogoly dilemma
(Prisoner’s dilemma)

Egy sulyos blntény kapcsan ket
gyanusitottat tartoztat le a renddérség.
Mivel a vademeléshez nem Al
rendelkezésre elegendd bizonyiték, ezert
elkulonitve el6zetesbe helyezik 6ket, és
mindkettejuknek ugyanazt a vadalkut
kinaljak. Amennyiben az egyik fogoly vall,
de tarsa hallgat, akkor az el6bbinek
elengedik a buntetését, mig a masik, aki
hallgatott, 10 év bortont kap. De ha az
els6 tagadja meg a vallomast, a masik
viszont vall, akkor azt fogjak elengedni és
az els6 kap 10 évet. Ha egyikuk sem vall,
akkor egy kisebb blntényért fejenként 1-1
évet kapnak, ha pedig mindketten
vallanak, ugy fejenként 5 évet kapnak.

Stratégiak:
dominans (Vall)
NE (Vall, Vall)
Pareto (Tagad, Tagad)
Joléti (Tagad, Tagad)
kevert NE ?
koordinacio ?
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Jellegzetes jateksémak

Gyava nyul (Chicken)

Két autdés szaguld egymassal szemben,
és az veszit, aki elébb rantja el a
kormanyt, hogy az utkozést elkerulje.
Nézzuk a dolgot az 6 szempontjukbdl: A
legrosszabb eset nyilvan az, ha (1)
mindketten konfrontalunk, ekkor ugyanis
osszecsattanunk. Ennél jobb, ha (2)
elrantom a kormanyt, mikozben a masik
nem rantja el. Ekkor ugyanis életben  Stratégiak:

maradok, habar a masik gy6z. Ennél még dominans ?

jobb, ha (3) a masik is elrantja a NE (B,Gy)(Gy,B)

kormanyt, hiszen akkor legalabb nem Pareto (Gy,Gy)

arat gyozelmet felettem. A legjobb eset Joléti (B,Gy)(Gy,B)(Gy,Gy)

pedig az, ha (4) a masik elrantja a
kormanyt, mikbzben én nem rantom el,
és igy en leszek a gy6zt6s.”

kevert NE ((1/2,1/2), (1/2,1/2))
koordinacio ??
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Jellegzetes jateksémak

Nemek harca (Battle of sexes)

Képzeljunk el egy hazaspart. A férj inkabb
focimeccsre, mig a feleség inkabb
operaba szeretne menni, viszont inkabb
lennének egyutt, mintsem kulon. Sajnos
mar nincs idejuk egyeztetni — kulon-kulon
kell dontenilk (jegyet valtani), hogy hova
mennek: focimeccsre, vagy az operaba.
Mit tegyenek?

Stratégiak:

dominans ??

NE (K,V)(V,K)

Pareto (K,V)(V,K)

Joléti (K,V)(V,K)

kevert NE ((3/4,1/4), (3/4,1/4))
koordinacio ??
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Jellegzetes jateksémak

Vezéruru (Leader)

Adott egy egyiranyu ut, és rajta egy
keresztez6dés, ahol két autos all
egymassal szemben, és épp arra készul,
hogy felhajtson az egyiranyd uatra. igy
gondolkoznak: ,Ha (1) mindketten
elindulunk, akkor oOsszeltkozunk (ez a
legrosszabb eset). Ennél azért egy fokkal
jobb, ha (2) egyikink sem indul el, bar
ugy id6tlen id6kig ebben a
keresztezGdésben rostokolnank... Ha
azonban (3) én varnék, és a masik
indulna elbébb, ugy legalabb el6bb-utdbb

Stratégiak:
dominans ??

feljutnék az utra. A legjobb persze az NE (V,M)(M,V)
volna, ha (4) én indulnék elébb, és a Pareto (V,M)(M,V)
masik megvar engem.” Joléti (V,M)(M,V)

kevert NE ((1/2,1/2), (1/2,1/2))
koordinacio ??
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Jellegzetes jateksémak

Forintparositas (Matching pennies)

Adott két jatékos, mindketten
rendelkeznek  egy-egy forinttal. A
forintjukat egymas eldl elrejtve fejre, vagy
irasra allitiak, majd pedig a pénzeket
egyszerre egymasnak felmutatjak. Ha
mindkét forint ,paritasa” azonos (azaz fej-
fe], vagy iras-iras), akkor az egyik jatékos
nyer, mindkét érme az 0vé lesz,
egyebkeént a masik nyer.

Stratégiak:
dominans ??
(tiszta) NE ?
Pareto (mindegyik?)
Joléti (mindegyik?)
kevert NE ((1/2,1/2), (1/2,1/2))
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oy ; 7 7 N\
Jellegzetes jatéksémak @ e @
Ko6-papir-ollé (Rock-paper-scissors) @

f P pr - @)
G (-1, 1) (1, -1)
z (11 -1) (01 O) (-11 1)
1-0-2 (L) | @ | ©0
By Enzoklop - Own work, CC BY-SA 3.0, (Christie (olld) vs. Sotheby (papir), 2005)

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=27958688



Tovabbi kérdesek, problémak ...

Véletlen valtozé (egy “kulsd” esemény)
NE koordinacio kdzismert pdf-fel és minden jatékos privat
Korrelalt, stabil, erés, ... NE jelzése a valtozo aktualis értékérél. Enhez
igazodik a stratégia megvalasztasa (Iépjél A-t,

Eveneleseln Salll SiEizale ha z=1, Iépjél B-t, ha z=0). Standard jaték

Stratégiak eloszlasa populacioban ennek degeneralt, probabilisztikusan fliggetlen
(reprodukcioval) valtozik. Stabil esetben esete.
nem tamadhaté meg mutans viselkedéssel. Left Right
Replikator dinamika > -
Remeg6-kéz tokéletes NE e Q" ') 20
Jatékos ,remegve” esetleg nem szandékolt ey 0o (:. o )
stratégiat valaszt, de elhanyagolhat6 valészinlséggel.
Epsilon-NE

Bayes-i hianyos informacioju jatékok (Bayes-frissitéssel)

NE értékelés: NP nehéz (NE adott joléttel, stratégiaval, agenshaszon
optimalizalo, egyértelmd, ...)
N-agenses jatékok
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Tovabbi kérdesek, problémak ...

“Irracionalis” stratégiak
- Kovetkeztetés korlatjai
- NE szamitasa pontatlan
- NE szamitasa nem ismert
- NE fogalma ismeretlen
- rejtett hasznossagok
- mas fontosabb, mint a gybzelem:
segitokesz akar lenni, kivancsi, belezavar, ...

Agens/opponens modellezés
- NE legjobb, ha masok is ezt hasznaljak
- Sok esetben mas agensek nem az NE-t
hasznaljak:
ha a cselekvéseket pontosan
becsulhetik, mas stratégiaval esetleg
jobban jarnak.
ha megkiserelnek megjosolni az
opponens csekveéseit

Intelligens Elosztott Rendszerek BME-MIT, 2019-2022



A valdsag jobb modellezése — ismételt jatekok

Iteralt fogoly dilemma

(a) véges latohatar utolsoé kor (Vall, Vall)
(elvi elemzés) de akkor az utolso el6ttiben
sem erdemes kooperalni
utolso elétti kor (Vall, Vall)

els6 kor (Vall, Vall)  (hatralé indukcid)

(b) kis valoszinlséggel egyuttmikodo (Tagad, Tagad) egyensuly
a folyo kor az utolso

(Ossznépi tétel) (Folk theorem)

Ismételt jatékokban barmely stratégia, ami nem Pareto-dominalt és ahol
mindegyik jatékos a maxmin hasznossaganal tobb hasznot kap, egy
elfogadhat6 egyensulyi stratégia.
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A valdsag jobb modellezése — ismételt jatekok

Iteralt fogoly dilemma

RO b ert Axel rO d e|86 k I’Sé rletei If Cooperate If Defect

1979 (15 program)
1982 (62 program)

Mindkettot Anatol Rapoport
nyeri a Tit-For-Tat (TFT) stratégiaval

If Defect

Nem hagyja magat, megtorlo
Nem haragtarto

Alapvetoen egyuttmikodo
Gyorsan reagalo

1. S(1) = Coop
k. S(k) = Az ellenség stratégiaja (k-1)

(hatékonyan kiismerhet0)
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A valdsag jobb modellezese — ismetelt jatékok

Iteralt fogoly dilemma

Valos torténelmi példa (Axelrod konyve nyoman)
- WWI — |6veszarok hadviselées
- igény egyiittmiikédésre:
ha megtamadjuk Oket, visszavagnak, €s porul jarhatunk.
ha nem fogunk tamadni, esetleg 6k sem.
- Az egyuttmdkodes kialakulasa. A két, elvben ellenséges gyalogsag kerulte az

Oosszecsapas
‘. Stor\ from a Bnnsh army ofﬁcer n World War I
. » I'was having tea with A Company when we Leard a lot of shoulmg and went

out to investigate. We found our men and the Germans standing on their
respecme parapets Suddenl\ a salvo arrived but did no d'vnage

. . Naturally both sides got down and our men started swearing at the Germans,
when all 4t once a brave German got onto his parapet and shouted out:

“We are very sorry about-that; we hope no one was hurt. It is not our
. .fault. Itis that damned Prussian.artillery.”

. The salvo wasn't the German infantry’s intention
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A valdsag jobb modellezese — ismetelt jatékok

Iteralt fogoly dilemma és a zaj

Zérusnal nagyobb valoszinliség, hogy:
Tagad (Cooperate (C))-bdl Vall (Defect (D))
lesz, stb.
Balesetek modellezése (hasznossag
szamitasa modositott cselekves alapjan).
Félreértés/csalas modellezése (hasznossag
szamitasa eredeti cselekvés alapjan).

Zajos FD stratégiak:

TFTT — Tit For Two Tats

GTFT — Generous TFT (véletlen médon elnézb)

Pavlov — repeat (ha nagyjabdl nyer néhany
utobbi Iépésben, invert (ha inkabb veszit)
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A valdsag jobb modellezese — ismetelt jatékok

Iteralt fogoly dilemma és a zaj — Verseny 20-ik evforduléja, zajjal

165 program

DBS agens:

zaj modellek, modellverifikalas megfigyelés alapjan, modell

ujraszamitasa,

els6 10 helyezet dominalasa

Master-Slave stratégia:
1 Master, 19 Slave
Felismerik egymast
Ha Slave Master-rel jatszik

Slave (C), Master (D) --- Master max

Ha Slave idegennel jatszik,
akkor (D) --- idegen min.

My goons give

|me Ry .

all their - (%=
money ... ‘wa

... and they
beat up
gveryone else

~y
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

(Racionalis) jatekosak véges halmaza (n)

Jatekfa (csucsok — jatekosok, élek — strategiak cimkekkel)

Minden levélben a fizetések n-ese, minden jatékosnak egy haszoneértek
Kozbuls6 csucsok — dontesi csucsok

Elek — stratégiak

1
U | D
2 2
L R L R
(2,1) (0, 0) (-1,1) (3, 2)
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban
Tokéletes informacioju jatekok
a jaték felepitése — a kozos tudas (common knowledge)
reprezentacios eszkoz: szingleton csucsu jatékfa

Nem-tokéletes informacioju jatékok
jatékosok tudasa mas jatékosokrol teljes (kik azok, mik a stratéegiaik,

milyenek a haszonfliggvényeik), csak a konkrétan lépett
stratégiajukrol a tudasa reszleges ,

reprezentacios eszkoz: tobb csucsot befogo informacioés halmazok
Nem teljes informacioju jatékok
jatékosok tudasa mas jatékosokrol nem teljes (viselkedési tipusuk,
stratégiaik, haszonfliggvényeik, stb.),

reprezentacios eszkoz: véletlen hatasa Természet jatékossal és
valoszinlUseégi eloszlasaval

(un. Harsanyi transzformacio)
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Opcionalisan
egy fiktiv jatékos — a Termeszet
1 informacios csucshalmazok
(egy-egy jatékos szamara)

—-————w--—vv----- ---vv---'--—----

i /l\ /\

(1818} [(15,20) (2,18) (20,18&) 16,16] e,12) (18,91 112,8) 10,0)

o,o...}i___;,/
2
|
|
|
|
|

2,1./0-

2,1.\U.
3,10-’5,“%
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Ekvivalens megadas normal (strategiai) alakban

Extenziv forma informacio tobblete(!) — stratégia minden informaciés
halmazban, ahol cselekvési lehet6sege van.

1 L R
U .55 D
/2</ \\2 Ul42 |66
________ 2N
F X P Dl 1.1 23
1,9 0,0 1,-1 2.3
O O
1 LD (LR
i
/2‘(”/ \D><§\ ul 1.2 | 1.2
p e ¢ Dl1.-1] 23| 1,1 2,3
1.2 0,0 1.1 2.3 '
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Egyensulyok és ...
1
i D
2 / \ 2
/< ______ L _\7.\ R
o & i
1.9 0,0 1, -1 2,
1.
u _—— D
2 / \ 2
/< L >\ R
il LA
12 0,0 1,4 3

L R
7@*\
1.2 0.0
\_ "/ |
1,1 ((2.3)
7}& (L,R) (R,L) (R,R)
<
12 )12 | 00| 00
1 -1 Q3\> 1 -1 Q:%/\{)
’ v/ ’ ’
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Hiteles, hiteltelen fenyegetes

(U,(L,L)), (D,(L,R)), (D, (R,R)) Nash-egyensulyok nem
egyforman ,komolyak™:

Ha a 2. jatékos eléri a jobb informacios halmazt, R-t kell jatszania.
Ha a 2. jatékos eléri a bal informacios halmazt, L-t kell jatszania.
A kOzOs tudas miatt ez az 1. jatekosnak ismert (varhato), igy neki
D-t kell valasztania.

A 3-ik NE nem ,hiteles”, alapa a 2. jatékos ,ures” fenyegetése,
amit eletbe bevezetni nem akar.
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Egyensulyok es hiteles és hiteltelen fenyegetesek

L R
(1.2 ) 0.0 |
1, -1 2, 3/!
00/_\00
/}L&\ (L,R) (R,L) (R,R)
BB R [ | uE
1,24 Qs/\b 11123,
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Hatralo indukcio (Zermelo, 1913): lényegében maxmin keresés
kétszemelyes jatekokban (Ml).

Minden teljes informacioju extenziv formaju jatéknak van NE
egyensulya tiszta strategiak korében, amit hatralo indukcioval ki
lehet szamitani. (de: hatralé indukcioé paradoxonja)

P
Player 2
| \\ pq — részjaték, L haszna (3,3)
LR — részjaték, D haszna (3,3)
(1

(5, 2) >SZjale 3
Player 1 (3,3) TB —részjaték, U haszna (1,4)
Player UD - részjatek,
D L < jaték egyensulya:
q (Dp, TL) = (3,3)

(2, 0)
Player 2

(6, 2)
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Részjatek-perfekt egyensuly (RJPE) — NE hatralo terjesztése.
Perfekt informaciodju jatékban mindig van tiszta részjaték-perfekt
egyensuly. RUPE olyan NE, ami minden részjaték NE-ja.
Részjaték: minden csomoponttdl a levelek felé ugy, hogy minden
informacios halmaz csomopontja a kiindulé csomopont gyereke.

Subgame 2
Subgame 1 |
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Dinamikus (szekvencialis) jatékok extenziv formaban

Subgame 2 L 2y vy
Subgame 1 | Részjaték NE: (A, X) E 2
I | N
2 X 3.4 Jaték NE: B| 2,1{ 2,0
(UA, X)
y—>»14 (DA, Y)
(DB, Y) ) 2 Y
1 y LoX 2,1 ua((3,4))1,4
.Y<:2,0 us| 2,1| 2,0
D
2,6 oa| 2,6( 2,6
(UA, X) RJPE, mert (A,X) NE is a része DB| 2,6 2,6
(DA, Y) nem ... nem része
(DB, Y) nem .... nem része

https://en.wikipedia.org/wiki/Subgame perfect equilibrium
Intelligens Elosztott Rendszerek BME-MIT, 2019-2022



https://en.wikipedia.org/wiki/Subgame_perfect_equilibrium

Dinamikus (szekvencialis) jatéekok extenziv formaban

Payoff to:
Cyclist Driver

1 2

Drive
Cycle \_/ "'h 6 5
e 0

I//C;"CliSE—\\' Yield ( Driver
\\\‘-\_

7 S Vield —— 3 3
m /_h ETLE,/’/” 2 1

{ Drive
\“‘"/ m————__) 5 a 5 3 -400 15 -500 20
7 10 -500 15 -300 15
Cyclist

Human Driver
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Uthalézatok, N-agenses jatékok

1000 jarm(: S (start) — D (destination)

2 palya: S—A—D and S—»B—D

S—A és B—D utak hosszuak, szélesek,
t = 50 perc, jarmiszamtol fuggetlenul
S—B és A—D utak rovidek és
keskenyek, t = jm.szam/25

NE: 500 jm. A-n keresztul, 500 jm. B-n
keresztul.

Mindenki ideje 50 + 500/25 = 70 perc
Ha csak egyetlen egy jarmi cserél utat,
501 jarm0 miatt a haladasi ideje megn6.

A
t= 350 Hxl = cars/25
M
"-\.H.. D
5 ~
o, _
t=350

Py
t=cars/25 ™
B

Braess Paradoxon

Adjunk hozza uj utat B-t6l A-ig, ami

olyan széles és rovid, hogy 0O rajta az

utazasi ido.

Az Uj NE:

- Minden 1000 jarmi S—B—A—D uton

- fog haladni, 1000/25 + 1000/25 =
80 perc iddvel.

Egyensuly, mert ha valaki S—A—D

uton megy, ideje 50 + 40 = 90 perc.

Ha S—B—D uton, ideje 40 + 50 =

90 perc. Mindegyiket dominal az

S—B—A—D utszakasz.

Ez az egyetlen NE.
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